Maths - 2nde

CHAPITRE 4 — Ordre, Valeur Absolue

|.  Ordre et comparaison

A.Vocabulaire et notations

Définitions

« < » signifie et se lit « strictement inférieus.a
« > » signifie et se lit « strictement supériewr. a
« <» et « > » sont des inégalités au sens strict.

« < » signifie et se lit « inférieur ou égal a ».
«>» signifie et se lit « supérieur ou égal a ».
«<» et «> » sont des inégalités au sens large.

Définitions

« X > 0 » signifie « x est strictement supérielraou « x est strictement positif ».

« X>0 » signifie « x est supérieur ou égal a 0 » awest positif ou nul ».

Définition

« 1<x< 3 » estun encadrement : il signifie « x est casnpntre 1 et 3 ».
Cet encadrement revient a une double inégalité> & » et « x< 3 ».

Tous les résultats et regles énoncés ci-apres ades inégalités au sens strict
restent valables, sauf indication contraire, aveceas inégalités au sens large.
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B. Comparaison de 2 nombres réels

Propriété

Soientaetb 2 réels.
a<beéquivautaa—-b<0.

Comparer 2 nombres revient donc a étudier le gigrieur différence.

Exemple

Soientaetb 2réelsaveca>0etb <0.
On veut comparer (a — b)? et a2 + b2

On étudie le signe de [(a — b)?] — [aZ + b2].

[(a—Db)?] —[a2 + b?] = [a2 — 2ab + b?] — [a? 4 b%a? — 2ab + b%2 — a2 — b2 = — 2ab.
Ora>0etb<0donc ab <0 et par conséqueht>@&

D’ou [(a — b)?3] — [a2 + b?] > 0.
En conclusion (a — b)?2 > a2 + b2.

Propriété

Soient a, b et ¢ 3 réels.
Sia<betb<c, alorsa<c.

Démonstration

Supposonsa<betb<c.
Alorsa—-b<0etb-c<0.
Ona:a-c=a-b+b-c=(@-b)+(b-0c).
Ora—-b<0Oetb—-c<0donc(a—b)+(b-06)<
Finalement a — ¢ < 0 et par conséquent a < C.

Remarque

La propriété précédente traduit le fait que latretad’ordre « < » est transitive.
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C.Ordre et addition

Propriété

Soient a, b, ¢ 3 nombres réels.
Sia<balors:

at+tc<b+ec.

a—-c<b-c.

On ne change pas le sens d’'une inégalité en ajontiaen retranchant a chaque
membre de I'inégalité un méme nombre.

Démonstration
Supposons a < b.

(@a+c)—(b+c)=a+c—-b-c=a-Dh.

Or:
a<bdonca-b<O0.

Donc(a+c)—(b+c)<O.
En conclusion,a+c<b +c.

On procéderait de la méme facon pour démontregdidme inégalité.
Exemple

Soit x un réel tel que x + 2 <— 3. Montrer quesksdrictement inférieur a — 5.
X+2<-3.

J'ajoute 2 a chaque membre de I'inégalité.

X+2-2<-3-2

X<-05.
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Propriété

Soient a, b, c et d 4 nombres réels.
Sia<betc<dalors:
a+c<b+d.

On peut ajouter membre a membre des inégalitésedeensens.
Mais attention, on ne peut pas soustraire memhbrerabre des inégalités.

Démonstration
Supposonsa<betc<d.

(@+c)—-(b+d)=a+c-b-d=a-b+c—-@=b)+ (c-d).
Or:
a<bdonca-b<0.

c<ddoncc-d<0.

Donc (a—b)+(c—-d)<O.
Par conséquent: (a+c)— (b +d)<0.

En conclusion,a+c<b +d.

Exemple
On suppose x 3 et y<— 1. Montrer que x + y est inférieur ou égal a 2.

J'ajoute les 2 inégalités membre a membre.
X+y< 3+ (=1).
X+y<2.

Remarque 1

Attention, on ne peut pas soustraire membre a mends inégalités de méme sens|.

Remarque 2

On dit que la relation d’ordre « < » est compatdlec I'addition mais pas avec la
soustraction.
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D. Ordre et multiplication

Propriété

Soient a, b, ¢ 3 nombres réels.

Sia<betc>0alorsac<bcge=t%.

(o)

Sia<betc<0alorsac>bcge;§€.
On ne change pas le sens d’'une inégalité en matitpbu en divisant chaque memb

de I'inégalité par un méme nombre strictement gosit
On change le sens d’une inégalité en multiplian¢iadivisant chaque membre de

'inégalité par un méme nombre strictement négatif.

Démonstration
Supposons a<betc>0.

ac — bc =c(a- D).
Or:a<bdonca—-b<Oetc>0.

Donc c(a — b) < 0 et par conséquent ac — bc < 0.
En conclusion, ac < bc.

On procéderait de la méme facon pour démontreadecc< 0.
Par ailleurs, une division revenant a une multgilan par l'inverse, et I'inverse d’'un

nombre ayant le méme signe que ce nombre, on déenaihtaussi de maniere
similaire le cas de la division.

Exemples

3x>2 — 4% 1.

3x 2 —4x_ 1

3° 3 -4 -4

x>g x<—l
3 =-7
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Propriété

Soient a, b, ¢, d 4 nombres réels strictementifssit
Sia<betc<dalors:
ac < bd.

On peut multiplier membre a membre des inégaligémé@me sens a terme positifs.une
inégalité de méme sens.

Démonstration
Soient a, b, c et d 4 réels strictement positiscav< c et b < d.

ac —bd =ac-bc+bc—-bd=c(a-b)+b(c-d).

Or:
a<bdonca-b<0.De plus c >0 par énoncéub(a — b) < 0.
c <ddoncc—-d<0.Deplus b >0 par énoncéud@ — d) < 0.

Donc c(a — b) + b(c — d) <0 et par conséquentlaa < 0.
En conclusion, ac < bd.

Exemple

2

3
Donner un encadrement du produit xy.

On suppose 1 <x < 3%t< y <

On multiplie les 2 inégalités membre a membre
(tous les termes étant strictement positifs) :

1x%<xxy<3x§,

%1<xy<5.

Remarque

Attention, on ne peut pas diviser membre a memeésdriEgalités de méme sens,
méme a termes positifs.
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E. Comparaison des carrés

Propriété

Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.
a < b équivaut a a2 < b2.

2 nombres strictement positifs sont toujours ramz@s le méme ordre que leurs
carrés.

Démonstration
Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.

Supposons d’abord a < b.

az—b%2=(a+b)(a-Db).

Or:

a+tb>0cara>0etb>0.

a<bdonca-b<0.

Donc (a + b)(a— b) < 0 et par conséquent a2 -2 <
En conclusion, a2z < b2

Réciproguement maintenant, supposons a2 < b2,
Alors a2 - b2 < 0.
Or:a2-b2=(a+b)(a—b)eta+b>0.
Donca-b<0.

En conclusion a < b.

Exemple
Soit x un réel compris entre 2 et 4. Donner un éreraent de — 3x2.

2<x<4.

On passe aux carrés sachant que tous ces nomhtgmsitifs.

22<x2< 42 donc & x2< 16.

On multiplie chaque membre par — 3, ce qui chaagehs des inégalités.
—3%x165-3xx<-3x%x4

Donc :

—48< -3 x<-12.
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F. Comparaison des racines carrés

Propriété

Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.
a < b équivaut &a <~/b.

2 nombres strictement positifs sont toujours ramz@s le méme ordre que leurs
racines carres.

Démonstration
Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.

Supposons d’abord a < b.
Alorsa—-b<0.

Or: a—b =v/a +r/b)i/a —/b) et\/a ++/b > 0 comme somme de 2 termes
strictement positifs.

Donc~/a —/b < 0 et en conclusioga <+/b.

Réciproquement maintenant, supposgas</b.

a—b ={[/a +\/b)a/a —b).

Or :1/a +1/b > 0.

De plusafa <+/b donc\/a —/b < 0.

Donc §/a ++/b)a/a —/b) < 0 et par conséquent a— b < 0.
En conclusion a < b.

Exemple
Soit x un réel compris entre 4 et 9. Donner un éresaent de-gx - 1.

4<x<09.

On passe aux racines carrées sachant que tousrobsas sont positifs.
\J4<~/x<~[9 donc 2<+/x < 3.

On multiplie chaque membre par 2, ce qui ne chaagde sens des inégalités.
2 x 2< 2 xA[x <2 x 3 donc & 2\/x < 6.

On retranche 1 & chaque membre, ce qui ne chasge gens des inégalités.
4—1<2/x-1<6—-1donc X 2/x — 1<5.
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G.Comparaison des inverses

Propriété

Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.

L 1.1
a < b équivaut g> b

2 nombres strictement positifs sont rangés damndriocontraire de leurs inverses.

Démonstration
Soient a et b 2 nombres réels strictement positifs.

Supposons d’'abord a < b.

1 1_b a_b-a_ a-b

a b ab ab” ab = ab"
Orab>0cara>0etb>0.De plus, a<bdonba 0.

a—»b a—»b 1.1 1.1
Donc ab <0, — ab >0 et par consequegt—b >0.En conclu5|oné> b
L. . 1 1 a—>b
Réciproquement maintenant, supposgn%. Alors — ab > 0.

Or:ab>0. Donca-b<0. Enconclusion a < b.

Exemple

Soit x un réel compris entre 1 et 3. Donner un dreraent de —%

<X<3.
n passe aux inverses (les nombres sont posdrfg)hangeant le sens des inégalités.
1
<—=—<-=
—x~1

donclsis 1.

1
X 3
n multiplie chaque membre par — 1, ce qui chaagehs des inégalités.
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H. Comparaison de a, a2 efaans le cas a positif ou nul

Propriété

Soit a un nombre réel positif ou nul.
Sia=Ooua=1,alorsa=a2ta

Si0<a<1,alors’x az<a.

Sia>1,alorsa<azda

Démonstration
Soit a un nombre positif ou nul.

Sia=0,a2=0ef&0donca=a2=a
Sia=1,a2=1ef&1donca=a2=a

Si0<a<1:

a—a2=a?@a-1). Ora2> 0. De plus, a < 1 doada 0.
Dol & — a2 < 0 donc*x az.
a2—a=a(a—1).0Ora>0.Deplus, a<1ldondO.
D'ouaz—a<0doncaz<a.

Finalement, 3< a2 < a.

Sia>1:

a—a2=aa—1). Ora2> 0. De plus, a> 1 doada 0.
D’ou & — a2 > 0 donc®s> a2
a2—a=a(a—1).0Ora>0.Deplus, a>1donde 0.
D'ou az—a>0donc az> a.

Finalement, a < a2 <a

Exemple
Comparer 2, 412, 8rC.

4te = (2m)2 et 8T = (2m)°. Or 2> 1.
Donc (20 < (2m)2 < (2n)°.
Finalement & < 4re < 8.
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Il. Intervalles

A. Introduction

Définitions

Soient a et b 2 nombres réels.
L’intervalle fermé [a ; b] est 'ensemble des noatréels x tels que<ax < b.
L’intervalle ouvert ]Ja ; b[ est I'ensemble des naetreéels x tels que a < x < b.

lllustration des différents types d’intervalles deR

Ensemble des réels x

Intervalle I S Représentation
dans I qui vérifient
a0 R T
intervalle fermé 8=& S BL g‘ b
) wa [ A,
[a; b[ asx<b ANAWW AANN\\g
. . a b
intervalle semi-ouvert 1 1
\ \ AN
]Hib] a<x<b IANRRNNY J\\X\\ W
a b
1 ALY r\,\.\\ W
]a ; b[ intervalle ouvert a<x<bhb RN AL
a b
R 8 1
[a, + o[ X =a e S
) ) . a
demi-droite fermée 1
AR ANARY o
]—Wib] x<bh [ NRERREAR N
b
Ja; + o[ x>a
. - a
demi-droite ouverte
i F\,\.\ WALMANAAAY o
]_ co, )[ X -_fb L:-,'\‘. \\\\T
b
J-eo; 400 Ensemble R 0 1 i
Remarques

1) + o et —oo sont des symboles. lIs ne désignent pas des nemdwks.
2) Par convention, le crochet est toujours ouvert enet —co.

© Happymaths, tous droits réservés. Page 11/20



Maths - 2nde

Exemples
1) L’ensemble des x supérieurs ou égaux a — 3 etiéniisrou égaux a 5 est
l'intervalle [- 3 ; 5]. Donc — X x <5 équivaut a XI1 [- 3 ; 5].

wiml
ol
3

2) L’ensemble des x supérieurs strictement a 2 egetvalle ]2 ; +o[.
X > 2 équivaut a X1 ]2 ; +oo[.

ML

3) L'ensemble des x supérieurs strictement a O etieufés strictement a 4 est
I'intervalle ]0 ; 4[. Donc 0 < x < 4 eéquivaut aXx]0 ; 4.

ol

-
F .
4

4) L’ensemble des x inférieurs ou égaux a — 3 edefiralle | —o ; — 3].
Xx<-—3équivauta xl]—oo ; — 3].

-—
—
=3

5) L’ensemble des x positifs ou nuls est I'intervdle +oof.
X >0 équivaut a xJ [0 ; +oo].

-
C
0
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Notation

L’ensemble des réels se notecslR— o ; +oo].

L’ensemble des réels positifs ou nuls se note P ; +o|.
L’ensemble des réels négatifs ou nuls se note R- ; 0].
L’ensemble des réels non nuls se note=AR — {0} = R\ {0}.
L’ensemble des réels strictement positifs se mSte=1]0 ; +ool.
L’ensemble des réels strictement négatifs se Rotel] —oo ; O.

Définitions

On dit gu’un intervalle est borné quand ses 2 ogoat finies (c'est-a-dire ses 2
bornes sont 2 réels, donc aucune borne n’est@&fini
On appelle segment un intervalle a la fois fermigoené.

Exemples

[3; 5] et]-4; 3] sont des intervalles bornés.

]2 ; +oo[ Nest pas un intervalle borné.

[3 ; 5] est fermé et borné : c’est un segment.

]- 4 ; 3] est borné mais n’est pas fermé : ce rpastun segment.

Définition

Soit | = [a ; b] un intervalle fermé borné.
On appelle amplitude de l'intervalle | le réel egdl — a.

On appelle centre de l'intervalle | le réel éggl*—frb.

- z z —a
On appelle rayon de l'intervalle | le reel egg—fﬁ

Exemples

| =[3; 5]

L'amplitude de lest: 5 -3 =2.
3+5_8_

Son centre est D T5= 4.

9—-3_2_
Son rayon est= 5 5= 1.
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B. Réunion d’intervalles

Définition

Soient | et J 2 intervalles de R.
La réunion de | et J, notééllJ (« | union J »), désigne I'ensemble des élénmunts
appartiennent a | ou (inclusif : a I'un, a l'autre aux deux) a J.

Méthode de détermination d’'une réunion de 2 intervhes.

Pour déterminer la réunion de 2 intervalles | enJreprésente graphiquement ces |
intervalles au moyen de 2 traits sur la droite migpoé@ des réels, et on cherche les
zones oU au moins un trait est présent.

N9

Exemples
1) I=[-2;3]etJ=]1; +o[. Déterminer IJ J.

I

8
f'll:d
W o
+

8

-
.

On cherche les zones ou au moins un trait estiprése
Ici, 1 0 J =]—o;4].

2) 1=[3;5]etJ=[6; 4o[. Déterminer I J.

E 3 J
- .

On cherche les zones ou au moins un trait estiprése
Ici, 1 0 J=[3;5]0[6; +o[.
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C.Intersection d’intervalles

Définition

Soient | et J 2 intervalles de R.
L’intersection de | et J, notéenl J (« | inter J »), désigne I'ensemble des élémgumts
appartiennent a la foisa l et a J.

Méthode de détermination d’'une intersection de 2 irervalles.

D

Pour déterminer I'intersection de 2 intervalles$ J,eon représente graphiquement ces
2 intervalles au moyen de 2 traits sur la droiteméuque des réels, et on cherche les

zones ou les 2 traits sont présents en méme temps.

Exemples
1) I=[-4;8]etJ=[0; +o[. Déterminer In J.

m
o

On cherche les zones ou les 2 traits sont présant®&me temps.
Ici, 1 n J=[0; 8].

2) I=]—0c;—1]etJ=][2; 6]. Déterminerd J.

On cherche les zones ou les 2 traits sont présant®&me temps.
Ici, | n J =0.1n Jestl'ensemble vide.
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I1l. Valeur absolue

A. Distance entre 2 réels

Définition

La distance entre 2 réels x et y, notée d(x ; y)eedistance, sur la droite des réels, qui
sépare les points d’abscisses respectives x et y.

[llustration

d(3;0)=0A=3-0=3.
d-2;5=CB=5-(-2)=5+2=7.

Propriété

La distance entre 2 réels x et y est égale augshred des 2 réels moins le plus petit.

Six=y,d(x;y)=0.
Six>y,dX;y)=y—-X.
Six<y,dXx;y)=x-y.

Propriété

La distance entre 2 réels est une relation diteégygue.
Pour tous réels x ety, d(x ; y) = d(y ; X).

Démonstration
La distance entre 2 réels est égale au plus grem@ dhoins le plus petit.
Donc d(x ; y) =d(y ; x).
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B. Valeur absolue d’'un réel

Définition

Maths - 2nde

Soit x un nombre reéel.
La valeur absolue de x, notée |x|, est la distante O a x.

[llustration

13| = d(3;0) = OA = 3.
I-2|=d(-2;0)=0C = 2.

Propriété

Soit x un nombre réel.

X six>0
] : _

—X Six<0
Démonstration

Six=0,|x]=[0]=d(0;0)=0=x.

Six>0, |x] =d(0; x) =x—0 (car x plus graque 0). Donc |x| = x.
Six<0,|x]=d(0;x)=0-x(car 0 plus grape x). Donc |x| = — X.

Exemples

|8| = 8 car & 0.
-2|=-(2)=2car-2<0.

|1 ++/2| =1 +/2 car 1 +[2> 0.

|1 /3| ==(14/3)=-1+/3car1-4/3<0.

|3 -1 =—-(8—-m =mn—-3car3-<0.
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Propriété

La valeur absolue de tout nombre réel est positivaulle.
Pour tout x de R, | 0.

Démonstration
|X| se définit comme une distance entre 0 et xg domme un nombre positif.

Propriété

2 nombres opposés ont la méme valeur absolue.
Pour tout x de R, |- x| = |X|.

Démonstration

Six=0,|-x|=[-0]=[0] =|x].

Six>0, |-%X==(-x)car—x<0.Donc |-% = |x| car x > 0.
Six<0,|-%x|==xcar—x>0.Donc |- x| ==| carx <O0.

Propriété

|X| = 0 équivaut a dire que x = 0.

Démonstration
|X| = 0 équivaut a d(0 ; x) = 0 ce qui revienta &

Propriété

IX| = |y| équivaut a dire que x =you x =-Y.

Démonstration
IX| = |y] équivaut a (x =y ou — X =y Oou X = —-ly-ox = —Y), c'est-a-dire :
(x=youx=-y).
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Propriété

Pour tout réel x,/x2 = |x].

Démonstration

Six = 0,/x2=4/02=1/0 =0 =|0| = |x].

Six>0:
Par définition, la racine carrée d’un nombre lleseul nombre réel positif qui mis au
carré donne le nombre 1.

Or x > 0 et (x)2 = x2. Dong/x2 = x.
Comme x > 0, |x| = x. D'ot/x2 = |x|.

Six<0:

— x>0 et (- x)2 = x2. Dongx2 = — x.
Comme x < 0, |x| = — x. D’otfx2 = |x|.

Exemple

V=52=\25=5=|-5|.

Propriété

Pour tous réels x ety, d(x ; y) =[x —Y]|.

Démonstration

Six=y:d(x;y)=0et|x—-y|=|0| =0. L'dgaest vraie.
Six>y:d(x;y)=x-yet|x—-y|=x-yocary>0. L'égalité est vraie.
Six<y:

dix;y)=y—-xet|x—y|=—(x-y)=y-xcary<0. L'égalité est vraie.

Exemple
d(-=3;5)=|(-3)-5[=|-8[=8.
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Propriétés

Pour tous reels x et y, |xy| = |x| % |y|.

) ) X, . |X
Pour tout réel x, pour tout réel non nul ,=|cJ—L.
|yl

Démonstration

Six>0ety>0,xy>0donc [xy| =xy. |x] =4 =y donc |x| x |y| = xy.
Six>0ety<0,xy<0donc |[xy| =—xy. [x] ey| =—y donc |x| x |y| = — xy.
Six<0ety>0,xy<0donc |xy| =—xy. [x] xet|y|] =y donc |x| x |y| =— xy.
Six<0ety<0,xy>0donc |xy| =xy. |X|] =-ety| =—y donc |x| x |y| = xy.
Si 'un au moins des réels est nul, |xy| = 0 ex || = O.

Dans tous les cas, [xy| = |x| % |y|.

On démontrerait la seconde propriété (avec lesents) de maniere similaire.
Exemple

|- 5x| = |=5] x x| =5 |x].

Propriété

Inégalité triangulaire :
Pour tous réels x et y, |x +y|x| + |y|.

Démonstration

Six>0ety>0,x+y>0donc |x+y|=x+ ¥+ ]yl

Six>0ety<O0:

1) Six+y=0, [x+y|=x+y=Xx—(=Yy) = [X| = |y|. DomeHy|< [X|< [x] + |y].
2) Six+y<O0,|[x+y|==(x+y)=—y—x=|yl4. Donc [x + yK |y|< |y] + |X].

Six<Oety<O0,x+y<O0donc|x+y|=—(ypr=(—x)+(=y) = x| + |yl
Six<0ety>0:

3) Six+y=0, [x+y[=x+y=y—(=x)=|y| - [x|. DomcHy|<|y|<|y| + [X].
4) Six+y<0,|x+y|==(XX+Yy)=—x-y = x|y Donc |x + y£ |X|< [X] + |yI.

Six=0ouy=0,|xy| =0 et|x] +3P. Donc |x + yK |X|< |X] + |y|.
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